Klein群と納谷計量 by 矢吹 康浩
Kleinian groups and Nayatani metrics
著者 矢吹 康浩
号 51
学位授与番号 2393
URL http://hdl.handle.net/10097/39461
氏名･(本籍)
学位の種類
学位記番号
学位授与年月日
学位授与の要件
研究科,専攻
学位論文題目
論文審査委員
やぶきやすひろ
矢　吹　康　浩
ヽ._
博　　士(理　　学)
理博第2　3　9　3号
平成20年3月25日
学位規則第4条第1項該当
東北大学大学院理学研究科(博士課程)数学専攻
Kleinian groups and Nayatani metrics
(Klein群と納谷計量)
(主査)　准教授　井
教　授　西
教　授　宮
時　季　子裕　青　礼関　川　岡
論　文　目　次
1 Introduction
2 Kleimian groups
2.1 Critical exponent of convergence
2.2 Some important classes or Kleinian groups
2.3 The Patterson-Sullivan measures
3 NAyatani netrics
3.1 De丘nition of the Nayatani metric
3.2 Curvatures and a cohomology vanishing theorem
3.3 A su用cient condition for gN tO be complete
4 1Sometry groups of the Nayatani netrics
4.i Conformal transfomations of Kleinian manifolds
4.2 Geometrically丘nite case
4.3　General case
5 L2_stokes Theorem
5.1 L2-stokes theorem and fundamental facts
5.2工.2-stokes theorem f♭r homs
5.3 L21Stokes theorem for Kleinian manifolds
-79-
4
虫V　8　　3　　8
1　　　1
5　　5　　8　　1
'一　2　　2　　3
0　　0　　2　　54　　4　　4　　4
8　　8　　2　　44　　4　　5　　6
論　文　内　容　要　旨
.英双曲空間の等長変換群の離散部分群をKlein群と呼ぶ｡納谷はKlein群に付随して現れる共形平坦多
様体(以下Klein多様体と呼ぶ)上によい性質をもっ興味深いRiemann計量を構成した｡この計量を納谷
計量という.納谷計量は,その曲率がJRlein群の極限集合のHausdorff次元をよく反映するという特徴を
もつ｡その応用として,納谷は,コンパクトKlein多様体に対するコホモロジー消滅定理を示した｡一方,
Klein群が幾何学的に有限で,さらに付随するKlein多様体が納谷計量から定まる距離に関して完備である
場合,この計量に関する等長変換群が共形変換群と一致することが納谷により示されている｡納谷計量が
完備になる場合は,この計量の性質を通してKlein群の情報を得ることもできる｡このように,これまで
の研究においては,納谷計量のよい性質は計量の完備性を仮定して導き出されてきた｡しかしながら幾何
学的有限Klein群のような扱いやすいKlein群であっても,それに対し.て定まる納谷計量が完備にならな
い癌合がある｡実際, Maubonは,振れをもたない幾何学的有限なKlein群に対応する納谷計量が完備に
なるための必要十分条件を与えている｡そこで,必ずしも完備であるとは限らない納谷計量の性質につい
て考察をした｡そして,納谷計量が非完備であっても,完備である場合に保持していた性質の幾っかは保
.たれることがわかった｡本論文は,これらの結果をまとめたものである｡内容の一部は松崎克彦教授(岡
山大学)との共同研究による｡
実双曲空間の次元をn+1とし,特にn≧3の場合を考える｡よく知られているように実双曲空間の等
長変換群の作用は,自然に理想境界である〝次元球面上まで拡張され,球面の標準的な共形構造に関する
共形変換として作用する｡これにより〃 + 1次元実双曲空間の等長変換群は〝次元球面の共形変換群と同
一視される｡以下,簡単のため非初等的(すなわち,極限集合の位数は無限大)で振れをもたないKlein
群のみを扱うことにする｡特に,このときKlein群は無限群になることを注意しておく｡
与えられたKlel'n群に対し,その群が固有不連続に作用するような球面の最大開集合を不連続領域とい
う｡また不連続領域の球面における補集合を極限集合という｡掠れをもたないKlein群は不連続領域に自
由に作用するので,この作用により商多様体が得られる｡この多様体をKlein多様体と呼ぶ｡ Klein群の作
用は球面の共形構造を保っので, Klein多様体上には標準的な共形平坦構造が誘導される｡したがって
Klein多様体は共形平坦多様体である｡逆に, SchoenとYauにより,共形平坦多様体の多くはKlein多様
体として実現できることが示されている｡
納谷計量はKlein多様体上に定義される滑らかなRiemann計量であり,標準的な共形平坦構造に属して
いる｡実際には,不連続領域上で標準計量と共形的な, Klein群の作用で不変な計量として構成される｡
計量の構成には球面の標準計量に関する共形ラプラシアンのGreen関数や,次に述べるPatterson-Sullivan
測度が用いられる｡ Klein群に対して,その極限集合上に台をもつ確率測度〟で次の性質を満たすものを
patterson-sullivan測度という: Klein群の任意の元γによる〟の引き戻しが〃に関して絶対連続で,その
密度関数がγの標準計量に関する拡大率の収束指数乗で表される｡ここで,収束指数はKlein群の作用の
大きさを表す不変量であり,幾何学的有限なKlein群の場合には極限集合のHausdorq次元と一致するこ
とが知られている｡
patterson-sullivan測度はPattersonによりn - 1の場合に導入され,その後, sullivanによりn ≧ 2の場
合に一般化されたo Sullivanは,この測度を用いて,極限集合のHausdorff次元と,双曲多様体の幾何学的
性質を反映する収束指数との間に密接な関係があることを示した｡一般に, Klein群が与えられると,そ
れに対しPatterson-Sullivan測度は必ず存在するが一意ではない｡ただし発散型と呼ばれる,幾何学的有
限な群を含むクラスのKlein群に対しては一意性も成り立っことが知られている｡特に凸ココンパクト群
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に対するPatterson-Sullivan測度は極限集合上のHausdorffalJ度と定数倍の差を除いて一致することがわかっ
ている｡以上の準備のもとで本論文の主結果について説明する｡納谷計量の等長変換群に関して次のこと
が成り立つ:幾何学的有限なKlein群に付随して現れるKlein多様体の共形変換群は,納谷計量の完備性
に関わらず,納谷計量に関する等長変換群と一致する｡このことから, Klein多様体の標準的な共形平坦
構造に属する計量の内,納谷計量は等長変換群を最大にする計量であることがわかる｡上述のとおり･納
谷は,納谷計量の完備性を仮定してこのことを証明したが,計量が非完備な場合でも高い対称性が保たれ
ることがわかる｡
松崎との共同研究により,もっと一般の設定で,納谷計量が高い対称性をもつことがわかった:ただ-
っのPatt｡rs｡｡-Sulli,a｡測度をもつようなKlein群に対して,付随して現れるKlein多様体の共形変換群は,
納谷計量に関する等長変換群と一致する｡この証明には,計量の完備性を仮定した場合とは全く異なる手
法が用いられる｡そして,そこで使われる命題はKlein群論におけるproper conjugationの問題に応用さ
れる｡
以下Klei｡多様体と納谷計量の組を単にKlein多様体と呼ぶ｡上で述べたことから納谷計量は完備でな
くても,完備であるときに近い何らかの性質をもっていることが期待される｡本論文ではKlein多様体が
negligible boun血Yをもつかどうかについて考察をした｡ここで, Riemann多様体がnegligible boundaIY
をもっとは,次が成り立っことをいう:微分形式に作用する外微分作用素dの定義域を2乗可積分な形
式aでdaも2乗可積分となるようなもの全体とし,余微分作用素6についても同様に定義域を定めると
き, Riemann計量から誘導される内積に関してdと6が互いに形式的共役作用素になる｡
一般に,完備なRiemann多様体はnegligible boundaryをもっことが知られているoまたnegligible boundary
をもっRieman｡多様体においては,適当な定義域を考えることにより,その微分形式に作用するラブラシ
ァンは本質的自己共役になる｡これらの事実はGa軌eyにより示された｡我々は,特に,幾何学的有限な
Klei｡群に付随して現れるKlein多様体についての考察を行い次の結果を得た: Klein多様体の中間次元か
らある程度離れた次数の微分形式を定義域とするdと6については,それらが互いに形式的共役作用素に
なる｡
一方で,多様体の中間次元に近い次数の微分形式に作用するdと6で,それらが互いに形式的共役作用
素でないようなKlein多様体の存在についても併せてまとめた｡
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論文審査の結果の要旨
本論文には著者(矢吹康浩)による納谷計量に関する研究成果がまとめられているo納谷計量とはI
Klein群rの不連続領域E2上に納谷信氏(名古屋大学大学院多元数理科学研究科)により定義されたr不
変な計量のことで,そのr不変性から通常はrに付随するKlein多様体E2/r上のRiemann計量とみなさ
れる｡
納谷計量の局所的な性質については多くの研究成果があり,例えば,その曲率はKlein群rの作用の
｢大きさ｣と密接に関係している｡この関係は, Klein群論におけるある予想の解決に応用されたo一方で,
Ma｡b｡｡は,幾何学的有限という良いクラスのKlein群に対する納谷計量ですら,必ずしも完備にならな
いことを示している｡非完備なRiemann多様体の大域的な性質の理解は一般には困難であり･最近まで納
呑計量の大域的な性質に関する研究に大きな進展は見られなかった｡上で触れたKlein群論のある予想も･
納谷計量が完備になる凸ココンパクト群に対する予想であり, Bochner技法によるコホモロジーの消滅定
理を用いて証明されている｡
著者は,幾何学的有限なKlein群を含む少し広いクラスのKlein群に対する納谷計量が･非完備であった
としても何らかの良い性質をもつと予想し,幾つかの成果を挙げている｡例えば,幾何学的有限なKlein
群に対する納谷計量の等長変換群は,共形変換群と一致する,すなわち･この場合の納谷計量はあり得る
最大の対称性をもつことを証明しているoこの結果は,納谷計量が完備な場合は納谷氏自身によって証明
されていたが,その証明は完備性に依存するものであった｡著者による証明はまったく異なるアイディ
ァによっている｡さらに,著者は,完備Riemann多様体において非常に有効なBochner技法と呼ばれる手
法が,ある程度は非完備な納谷計量をもつKlein多様体に対しても適用可能ではないかと予想し･二乗可積
分な微分形式に対するStokes公式の成否についての研究にも着手しているo非完備なRiemann多様体の
研究のためには新たな手法あるいは視点が必要となるが,著者のこれらの研究成果はそれを与えているo
以上のように,本論文は,著者が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有すること
を示している｡したがって,矢吹康浩提出の博士論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認めるo
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